Ecuacion lineal de orden superior: Una ecuacion diferencial ordinaria de orden superior
n-1

. d d d? d
tiene la forma an(x)dTX +a,_1(x) dx”‘Z +.ot+ aZ(X)dTZ + al(x)d—i +ap(X)y = f(x).

2
En particular, la ecuacién de segundo orden es az(x)j—g+ al(x)j—i+ ap(x)y = f(x) y se puede
X

d?y

escribir como o + P(x)j—i +Q(x)y =R(x). Si R(x)=0, la ecuaciéon es homogénea.
X

Determinante Wronskiano: Si y;, y,, ..., Yo son n funciones que poseen al menos n-1
derivadas, el determinante Wronskiano se define como:

Y1 Yo Yn
vi'i Y, Yn'
WCY; 00, Y500, ¥aGO) =| T 2
y; Dy, Ly (07D
d"y

Independencia: Sean yi, Y2, ..., ¥n N soluciones de a,(x) - +...+a1(x)j—§+ao(x)y =0 en

dx
un intervalo I. Entonces, el conjunto de soluciones es linealmente independiente en I si y
solo si W(y1,Y2,...,Yn)#0 para todo x en el intervalo I.

Principio de superposicion: Sean yi, Y2, .., Yn soluciones de la ecuacién diferencial
homogénea de orden n. La combinacion lineal Y=c1yi(x) + coy2(X) + ... + cnayn(X), (¢ € R),

también es una solucion.

Conjunto fundamental de soluciones:

n
Sean an(x)j—:+...+a1(x)j—i+ao(x)y=0 una ecuacion diferencial homogénea de orden n,
X

y B= {yk(x) : Y (x) es solucién de la E.D.H, k = 1,2,...,n} , entonces:

- Las funciones y,(x) son linealmente independientes y por tanto se puede comprobar que
B es una base para el espacio vectorial gen(B)= {c;y;(X) + C;¥5(X) +...+ ¢ ¥, (X) : ¢, € R}.
= YR(X) = ¢y (X) + Gy (X) + ...+ C Y, (X)  es la solucidn general de la ecuacién homogénea
dy dy
deordenn a,(X)—=+...+a;(X)—=+a5(xX)y =0.
n( )dx” 1 ( )dx o(X)y

- Y(X) = Yha(X)+ Yp(x) es la solucidon general de la ecuacion diferencial no homogénea
d"y dy ., .
an(x)d—n+...+a1(x)&+a0(x)y=f(x), donde Yp(x) es una solucion particular de la
X

d"y

ecuaciéon no homogénea an(x)d -
X

+ot al(x)j—i +ag(x)y = f(x).
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Problema de valores iniciales: Para una ecuacion diferencial lineal de orden n, un
problema de valores iniciales de orden n es:

dy
dx"
Sujeta a: y(Xo)=Yo, Y (X0)=Y1, -, Y (X0)=Yn-1.

Resolver: a,(x) +.+ al(x)% +ag(x)y =f(x).

Problema de valores en la frontera: Para una ecuacion diferencial lineal de orden n, un
problema de valores en la frontera es:

: dy dy _
Resolver: an(x)ﬁ +ot al(x)a +ap(x)y = f(x) .
Sujeta a: y(Xo)=Yo, Y(X1)=Y1, s Y(Xn-1)=Yn-1-
Este problema significa que se debe hallar la solucion particular cuya grafica pasa por los

puntos (Xo,Yo), (X1,Y1) -./(Xn-1,Yn-1)-

2
Construccion de la segunda solucién: Sea az(x)j—g + al(x)% +35(x)y =0 una ecuacién
X

2
lineal homogénea de orden 2, la cual se puede escribir como j—g + P(x)% +Q(xX)y =0, vy sea
X
yi=Y1(X) una solucién conocida, entonces la segunda solucion se obtiene haciendo
—| P(x)dx
~|

yo(X) = yl(x)J'de. Esta férmula se atribuye a Jean le Rond D "Alembert.
1

Ejercicios

1) Seanvyi, Y2, ..., Yn h funciones que poseen al menos n-1 derivadas. Si el determinante

Y1 Y2 Yn
yi© Y2 Yn' .
W(y1(X),¥2(X), . Yo (X)) = es diferente de cero por lo menos
yl(nfl) yz(nfl) yn(nfl)

en un punto del intervalo I, entonces las funciones y;i, Y2, ..., ¥n son linealmente
independientes en el intervalo I.
. -, d’y dy
2) Sean y;(x) y ya2(x) soluciones de la ecuacion az(x)d—2+a1(x)&+ao(x)y=0 en un
X
intervalo I, entonces la combinacion lineal y=c;y;(X)+cyy2(x) también es una solucidn
en el intervalo I.
3 . -, d’y dy
) Sean yi;(X) y ya(x) soluciones de la ecuacion az(x)d—2+a1(x)d—+ao(x)y=0 en un
X X

intervalo I, entonces el conjunto de soluciones es linealmente independiente en I si y
solo si W(y(x),y,(x)) # 0 para todo x en el intervalo I.

4) Sea C={yi(x),y2(x)} un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién
2

aZ(X)j_Z + al(x)% +ap(x)y =0 en un intervalo I. Si Y(x) es una solucion de la ecuacion
X

en I, entonces es posible encontrar constantes ¢; y ¢, tales que Y(Xx)= c;y1(X)+Cay»(X).
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2
5) Sea y,(x) una solucién de la ecuacién aZ(X)j_Z + al(x)% +3p(X)y = g(x) en un intervalo
X X
I,y sea C={yi(x),y2(x)} un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién

az(x) +a1(x) dy +a0(x)y 0 en el intervalo I. Entonces para cualquier solucion Y(x)

2
en I de la ecuacion az(x) dy +a1(x)—+a0(x)y g(x) es posible encontrar constantes
C1 Yy C, tales que Y(x)= C1Y1(X)+C2Y2(X)+Yp(X)-

6) Determine si las siguientes son linealmente independientes en —w < X < o :

a) fi(x)=x>+x, fa(X)=x+1, f3(x)=x>+1.

b) fi(x)=1, fo(x)=Sen?(x), f3(x)=Cos*(X).

c) fi(x)=e*, fr(x)=e>*, f3(x)=e¥™

d) fi(x)=Senh(2x), fo(x)=Cosh(3x), f3(x)=€*.
e) fi(x)=x, fo(x)=xIn(x), f3(x)=x%In(x).

7) Encontrar la solucién general de la ecuacion diferencial dada, si se conoce una solucién
y1(X):

) LY 3 5y 0, y,00=xCos(In(x).

dx? dx

b) xZdy sx Y 19y =0, y,(x) = x3n(x).
dx? dx
& d

c) de;/ (1- 2x)d§ (x-1)y =0, y;(x)=e*.

2
d) xzdy+xﬂ+y 0, yi(x)=Cos(In(x)).

dx? dx

2
e) x? STZ - x% +2y =0, y;(x)=xSen(In(x)).

2
8) Hallar la solucién general de la ecuacion xj—g - 2(x + 1)3—y +(x+2)y =0, x>0, sabiendo
X X

que tiene una solucién de la forma y=e™

2
9) Hallar la solucion general de la ecuacion 4xzj—Z+4xg—y—y=0, sabiendo que existe
X X
una solucidn particular de la forma y=x", para x>0.
10) Hallar la solucién general de (Cos(x)- Sen(x)) (ZSen(x)) - (Sen(x) + Cos(x)) =

si se conoce la solucion y;(x)=e*.

2
11) Hallar la solucién general de (Cos(x)—Sen(x))j—ZJr(ZSen(x))%—(Sen(x)+Cos(x))y =
X

si se conoce la solucién y;(x)=e*.



12) Hallar la solucién general de Cos(x)(1+Sen(x))d Z (Sen(x))%+(Sen(x)Cos(x))y=
X
si se conoce la solucidén y;(x)=Sen(x).

2
13) Hallar la solucién general de (x3 In(x)—x3)d—y x2 9Y +xy =0, si se conoce la solucién

dx? dx
yi(x)=In(x).
2
14) Hallar la solucién general de (1—In(x))ﬂ—lﬂ—izo, si se conoce la solucion
dx? xdx x?
yi(x)=X.

dy

15) Hallar la solucién general de (x2 —2x)cI !
X

—(Z—XZ)%—Z(l—x)y=0, si se conoce la
solucién y;(x)=x>.

2
16) Hallar la solucién general de (sz +1)d—y+x(4x2 )dy (4x - )y=0, si se conoce
dx? dx
la solucion y,(x) = e
dy  x dy 9

17) Hallar la solucién general de -~
dx? 1-x2dx 1-x

>y =0, si una solucién particular es

un polinomio de tercer grado.
d3y d’y 2dy 3 . -, .
18) Hallar la solucién general de —% —-3a—2X +3a —a’y =0, si una solucién particular
dx3 dx? dx
es yi(x)=e™
3
19) Hallar la solucién general de x3 —X dy - 3x? ¢ LY L 7x &Y dy -8y =0, si una solucion particular

dx3 dx2 dx

es yl(x)=x2.

20) Para cada una de los siguientes problemas se da una ecuacion diferencial, su solucidon
general y valores iniciales o valores de frontera. Hallar la solucién que satisface las
condiciones dadas.

a) %+j Z 2y =0;  y(x)=CeX¥ +e™(C,Cos(x) +C3Sen(x));  y(0)=0, y’(0)=1,
’ '(O) 2
Y (0)= 1 y "(0)=2,y " ’(0)=3.
c) by a9y d?y ey _ 4y =0; y(x) = C,e® + e (C,Cos(x) + C:Sen(x));  y(0)=-1,

dx3  dx? dx
y (0)=0, y""(0)=1.

d) x2 j >2’ %er =In(x); y(x)=2+Cx +(Cyx +1)In(x); y(1)=3, y(e)=3.
e) x? d_z ji +2y =x2In(x);  y1(X) = x(C;Cos (In(x)) + C,Sen (In(x))) +%(In(x) ~1)x2

y(e") =0, y(e"‘) =e”,



